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3.3.3.1   导数工具的运用方法 



训练任务1    公司利润最大时两种生产要素的投入水平分析 

某公司的生产函数是 4

1

2

1

8 KLQ  ，若两种生产要素的投入价

格分别是 8,4  KL pp ，而产品的价格 4p ，试求使利润最大

的两种要素的投入水平、产出水平和最大利润． 



训练任务2         公司在一定产量限制条件下成本最低分析 

设亚诺公司某产品的生产函数和成本函数分别为 

4

3

2

1

8 KLQ  ， LKC 122   

若产量Q为 16，求使成本最低时两种要素的投入量及最低

成本． 
 



    函数的单调性 3.3.1 
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    函数的单调性 
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    函数的单调性 

定理  设函数 )(xf 在 ],[ ba 内连续，在 ),( ba 内可导． 

（1）如果当 ),( bax 时有 0)(  xf ，则 )(xf 在 ],[ ba 内单调增加； 

（2）如果当 ),( bax 时有 0)(  xf ，则 )(xf 在 ],[ ba 内单调减少． 

1 



    函数的单调性 

一般地有，函数单调区间的分界点一定是函数的驻点或不可导

点．使 0)(  xf 的点称为函数 )(xf 的驻点． 

讨论函数 )(xf 的单调性可按以下步骤进行： 

（1）确定函数的定义域区间； 

（2）求函数 )(xf 的导数 )(xf  ，并求出函数的驻点和不可导点； 

（3）用驻点和不可导点将定义域区间划分为若干个小区间，判

断每个小区间内导数 )(xf  的符号； 

（4）根据定理写出结论． 

1 



例5.2.1 

解 

  利用导数判断函数 11292)( 23  xxxxf 的单调性． 

函数的定义域是 ),(  ． 

驻点 21, xx 将定义域分成三个小区间，为明确起见，现列表讨论在

这三个小区间内 )(xf  的符号和 )(xf 的单调性，如下表所示． 

x  )1,(  )2,1(  ),2(   

)(xf   + — + 

)(xf  ↗ ↘ ↗ 

 

)2)(1(612186)( 2  xxxxxf ， )(xf  处处存在，由 0)(  xf 可得

)(xf 的驻点是 2,1 21  xx ． 

所以，函数 )(xf 在区间 )1,( 和 ),2(  内单调增加，在区间 )2,1( 内单调减少． 



例5.2.1 

  利用导数判断函数 11292)( 23  xxxxf 的单调性． 
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 高阶导数  

如   4xxf  ，有   34xxf   

  212xxf 
 

  xxf 24
 

   244 xf ，…. 

一阶导数 

二阶导数 

三阶导数 

四阶导数 

…
 

   0xf n
. n阶导数 

…
 

高 

阶 

导 

数 



对于函数 )(xfy  ，如果其导数  y f x  仍可导，则称

)(/ xf 的导数为 )(xf 的二阶导数，记为  xf  或 y  或 2

2

dx

yd

． 

类似地，二阶导数的导数叫做三阶导数，……，一般地， 1n

导数的导数叫做 n 阶导数，记为
 ny 或 n

n

dx

yd
，并把二阶及二阶以

上的导数统称为高阶导数. 

 高阶导数  



  已知函数
4 35 3 2 8y x x x    ，求 2

2

dx

yd
. 

3 220 9 2y x x   
. 


2

2

dx

yd
260 18y x x  

. 

【例4.3.1 】高阶导数 

解 



  已知函数  10
13)(  xxf ，求 2

2

dx

yd

. 

【例4.3.2 】高阶导数 

解 
    ,1330

9
 xxf

    ,13810
8

 xxf

    ,138108
7

 xxf

    19440310381080
7

f



  已知函数
xexf )( ，求 n

n

dx

yd

. 

【例4.3.3 】高阶导数 

解 



    曲线的凹凸性 2 



    曲线的凹凸性 2 

显然，下方左图中的上升曲线是凸的，表明该

曲线上升的趋势渐渐缓慢；下方右图中的下降曲线

是凹的，表明该曲线下降的趋势逐渐加快． 

曲线凹与凸的分界点称为曲线的拐点．  



    曲线的凹凸性 2 

若曲线向上弯曲的弧段位于其上任一点处切线的上方，称此区间上曲线

是凹的；此时，曲线上各点切线的斜率随着 x 的增大而增大，即 )(xf  是单调

增加的，从而 0)(  xf ，这表明该曲线上升的趋势逐渐加快． 

 

若曲线向下弯曲的弧段位于其上任一点处切线的下方，称此区间上曲线

是凸的；此时，曲线上各点切线的斜率随着 x 的增大而减少，即 )(xf  是单调

减少的，从而 0)(  xf ，这表明该曲线下降的趋势渐渐缓慢． 



    曲线的凹凸性 2 

定理 设函数 )(xfy  在区间 ),( ba 内具有二阶导数． 

若 ),( bax 时 0)(  xf ，则曲线 )(xfy  在 ),( ba 内是凹

的；若 ),( bax 时 0)(  xf ，则曲线 )(xfy  在 ),( ba 内是凸的． 

显然，在拐点左右两侧近旁 )(xf  必异号． 

 



    曲线的凹凸性 2 

确定曲线的拐点坐标或判断曲线凹凸性的步骤如下： 

（1）写出 )(xf 的定义域； 

（2）求二阶导数 )(xf  ，并求出使 0)(  xf 的点和使
)(xf  不存在的点； 

（3）用上述各点将定义域分成若干个小区间，并判断

每个小区间内 )(xf  的符号； 

（4）根据定理及拐点的定义写出结论． 



例5.2.2 

解 函数的定义域是 ),(  ． 

讨论曲线 32 34  xxy 的凹凸性，并求拐点坐标． 

 

x  )0,(  0 )1,0(  1 ),1(   
y   + 0 — 0 + 

y   拐点(0, 3)  拐点(1, 2) 
 

 

        ∵
23 64 xxy      ∴ )1(121212 2  xxxxy  

令 0y ，得 1,0 21  xx ，列表讨论如下： 

由此可知，该曲线在区间 )0,( 和 ),1(  上是凹的，在区

间 )1,0( 上是凸的，点 )3,0( 和点 )2,1( 是该曲线的拐点． 



例5.2.2 

解 

讨论曲线 32 34  xxy 的凹凸性，并求拐点坐标． 
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    函数的极值 3 



    函数的极值 3 

讨论： 

①函数在其极大（小）值点两侧的单调性变化

情况； 

②函数的极值点与函数的驻点或导数 )(xf  不

存在的点之前的关系． 



    函数的极值 3 

定义  设函数 )(xf 在点 0x 及其附近有定义， x 是 0x 附近且异于 0x 的任

意点． 

（1）如果 )()( 0xfxf  ，则称 )( 0xf 是函数 )(xf 的极大值，称点 0x 是函数

)(xf 的极大值点； 

（2）如果 )()( 0xfxf  ，则称 )( 0xf 是函数 )(xf 的极小值，称点 0x 是函数

)(xf 的极小值点． 

函数的极大值和极小值统称为函数的极值；极大值点和极小值点统称为

函数的极值点． 



    函数的极值 3 

定理（极值的必要条件） 若函数 )(xf 在点 0x 可导且取

得极值，则必有 0)(  xf ． 



    函数的极值 3 

定理（极值的第一充分条件）设函数 )(xf 在点 0x 连续且在点 0x 附近

可导（ )( 0xf  可以不存在）， 

（1）若当 x 取 0x 左侧附近值时 0)(  xf ，而当 x 取 0x 右侧附近值时

0)(  xf ，则函数 )(xf 在点 0x 处取得极大值； 

（2）若当 x 取 0x 左侧附近值时 0)(  xf ，而当 x 取 0x 右侧附近值时

0)(  xf ，则函数 )(xf 在点 0x 处取得极小值； 

（3）如果当 x 取遍 0x 左右附近值时， )(xf  不改变符号，则函数 )(xf

在点 0x 处没有极值． 



例5.3.1 

解 

  求函数 143)( 34  xxxf 的极值． 

函数的定义域是 ),(  ． 

)1(121212)( 223  xxxxxf  

令 0)(  xf ，得函数的驻点是 0,1 21  xx ，函数无不可导点，列

表讨论如下： 
 

x  )1,(   -1 )0,1(  0 ),0(   

)(xf   — 0 + 0 + 

)(xf  ↘ 
极小值

-2 
↗ 无极值 ↗ 

从此表可知，函数 )(xf 在点 11 x 处取得极小值 2)1( f ，函数没有极大值． 



例5.3.1 

解 

  求函数 143)( 34  xxxf 的极值． 
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    函数的极值 3 

定理（极值的第二充分条件）设函数 )(xf 在点 0x 的二阶导数存在，

且 0)( 0  xf ， 0)( 0  xf ． 

（1）如果 0)( 0  xf ，则函数 )(xf 在点 0x 处取得极大值； 

（2）如果 0)( 0  xf ，则函数 )(xf 在点 0x 处取得极小值． 



例5.3.2 

解 

  求函数 3193)( 23  xxxxf 的极值． 

  函数的定义域是 ),(  ． 

)3)(1(3963)( 2  xxxxxf ， 

)1(666)(  xxxf  

令 0)(  xf ，得 )(xf 的驻点是 3,1 21  xx ． 

计算 )(xf 在驻点处的二阶导数值，易得 0)1( f ， 0)3( f ，因此函

数在点 11 x 处取得极大值 36)1( f ，在点 31 x 处取得极小值

4)3( f ． 



例5.3.2 

解 

  求函数 3193)( 23  xxxxf 的极值． 
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    函数的极值 3 

求函数极值的方法和步骤如下： 

（1）若题设中没有给出讨论的区间，则先求函数的定义域； 

（2）求函数的一阶导数或二阶导数（选用极值第一充分条件进行判定时，

可不求二阶导数）； 

（3）求出函数在定义域或给定的区间内的全部驻点和不可导点； 

（4）判定：若函数仅存在驻点且驻点处的二阶导数不为零，则可选用第二

充分条件判定极值点，否则用第一充分条件进行判定． 

（5）求出极值：若函数有极值点，则计算出相应的函数值，就是该函数的

极值． 



    二元函数的极值 5 

设函数 ),( yxfz  在点 ),( 00 yx 及其附近有定义， ),( yx 是其中异

于 ),( 00 yx 的任意一点．若 ),(),( 00 yxfyxf  ，则称函数 ),( yxf 在点

),( 00 yx 取得极大值 ),( 00 yxf ， ),( 00 yx 是函数的极大值点；若

),(),( 00 yxfyxf  ，则称函数 ),( yxf 在点 ),( 00 yx 取得极小值

),( 00 yxf ， ),( 00 yx 是函数的极小值点． 

函数的极大值、极小值统称为极值，函数的极大值点、极小值

点统称为极值点． 



    二元函数的极值 5 

的图形观察二元函数 22
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e
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z


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    二元函数的极值 5 

使 0),(,0),( 0000  yxfyxf yx 同时成立的点 ),( 00 yx 称为

函数 ),( yxf 的驻点，驻点不一定是极值点． 

若函数 ),( yxf 在点 ),( 00 yx 存在一阶偏导数，且 ),( 00 yx

是极值点，则 0),( 00  yxf x ，且 0),( 00  yxf y ． 



任务实施1    公司利润最大时两种生产要素的投入水平分析 

某公司的生产函数是 4

1

2

1

8 KLQ  ，若两种生产要素的投入价

格分别是 8,4  KL pp ，而产品的价格 4p ，试求使利润最大

的两种要素的投入水平、产出水平和最大利润． 

解 收入函数为 4

1

2

1

32 KLQpR  ， 

   成本函数为 KLKpLpC KL 84  ， 

于是，利润函数为 KLKLCRZ 8432 4

1

2

1

 ， 

令  


























088

0416

4

3

2

1

4

1

2

1

KL
K

z

KL
L

z

  ，可得 







16

64

K

L

 ， 



任务实施1    公司利润最大时两种生产要素的投入水平分析 

某公司的生产函数是 4

1

2

1

8 KLQ  ，若两种生产要素的投入价

格分别是 8,4  KL pp ，而产品的价格 4p ，试求使利润最大

的两种要素的投入水平、产出水平和最大利润． 

     即函数有唯一驻点（64，16）．根据实际问题可知，利润Z

一定有最大值，且利润函数 Z 在其定义域内只有一个驻点，所以

当两种生产要素的投入量分别为 64L ， 16K 时，利润Z 有

最大值．此时，产出水平为 12816648 4

1

2

1

Q ，最大利润为

128Z ． 



    条件极值 6 

在讨论极值问题过程中，如果自变量在定义域内任意

取值，未受任何条件限制，这样的极值问题称为无条件极

值．如果对自变量的取值附加一定的约束条件，则称为条

件极值，其中要求极值的函数称为目标函数，附加条件称

为约束条件． 

在约束条件下求目标函数的条件极值，常用两种方法：

代入法和拉格朗日乘数法． 

所谓代入法，是指从约束方程中解出某个未知量并代

入目标函数，将原来的条件极值问题转化为无条件极值来

求解．  



代入法求极值 

解 

 由约束条件 2 yx 得到 xy  2 ，代入目标函数并简化得
22 xxz   

求函数 xyz  在条件 2 yx 的约束下的条件极值． 

即令 022  xz ，可得唯一驻点 1x ，没有不可导点，且 02 z ，

所以 

函数 xyz  在条件 2 yx 下的极大值  
1

1,1
z ，没有极小值。 



拉格朗日乘数法 

求函数 ),( yxfz  在条件   0, yxg 下的极值的方法如下： 

（1）作辅助函数      yxgyxfyxF ,,,,   ，称此函数为拉格

朗日函数，其中 是待定常数，称为拉格朗日乘数． 

（2）求可能取极值的点 

求  ,, yxF 对 ,, yx 的偏导数，令其为零，得方程组 

 













0,

0

0

yxgF

gfF

gfF

yyy

xxx







 

从中消去，解出 yx , ，则点  yx , 就是可能取得条件极值的点． 

（3）判定所求得的点  yx , 是否为极值点. 



（2）求可能取极值的点 

求  ,, yxF 对 ,, yx 的偏导数，令其为零，得方程组 

 













0,

0

0

yxgF

gfF

gfF

yyy

xxx







 

从中消去，解出 yx , ，则点  yx , 就是可能取得条件极值的点． 

    条件极值 6 

求函数 ),( yxfz  在条件   0, yxg 下的极值的方法如下： 

（1）作辅助函数      yxgyxfyxF ,,,,   ，称此函数为拉格

朗日函数，其中 是待定常数，称为拉格朗日乘数． 

（3）判定所求得的点  yx , 是否为极值点. 



训练任务2         公司在一定产量限制条件下成本最低分析 

设亚诺公司某产品的生产函数和成本函数分别为 

4

3

2

1

8 KLQ  ， LKC 122   

若产量Q为 16，求使成本最低时两种要素的投入量及最低

成本． 
 

解 作辅助函数  
 














 168122,, 4

3

2

1

LKLKLKF 
 

最低成本是   
 

20122
1,4
 LKC ． 

























0168

0612

042

4

3

2

1

4

1

2

1

4

3

2

1

LKF

LKF

LKF

L

K







       得 4K ， 1L ． 



拉格朗日乘数法求极值 

解 

  设生产某产品的生产函数和成本函数分别为 

4

3

2

1

8 KLQ  ， LKC 122   

若产量Q为 16，求使成本最低时两种要素的投入量及最低成本． 

作辅助函数   

 













 168122,, 4

3

2

1

LKLKLKF 
 

最低成本是   
 

20122
1,4
 LKC ． 

























0168

0612

042

4

3

2

1

4

1

2

1

4

3

2

1

LKF

LKF

LKF

L

K







       得 4K ， 1L ． 



小结 
高阶导数的计算，特别是二阶导数 1 

2 

3 

函数的单调性和曲线的凹凸性 

函数极值的计算方法及应用 



谢谢 


